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Programmieraufgabe 6: (Laplace Problem (4 Punkte)

Berechnen Sie eine Finite-Differenzenapproximation an das Randwertproblem

—Du(z,y) = flule,y),z.y) (v,y) € Q=(0,1)%,
) =g(z,y) (z,y) € 00 .

u(x

Sei dazu p;; = (z;,y;) = (ih,jh) gegebene Gitterpunkte mit 0 < 4,57 < N und h =

e

Nun suchen wir Werte w;; mit w;; =~ w)x;,y;). Dazu benutzen Sie folgende Approximation an

Au(z;,y;) fir die p;; im inneren von :
1

D@, yj) 2 75 (W-1)) = 2uij + U + Uig-1) — 255 + i)

und f(u(z,y),z,y) = f(uij, i, y;). Fiir die p;; € 0Q haben Sie die ganz einfache Gleichung
uij = 9(pij)-

Um das ganze auf ein Nullstellenproblem zu iiberfiihren, nummerieren Sie die Punkte p;; ge-
eignet, so dass sie einen Vektor (py)o<k<nz erhalten. Nun suchen wir einen Loésungsvektor
U = (ur)o<p<nz mit up ~ u(py). Aus der Approximation an Awu(py) fiir py im inneren von
2 und der Gleichung u;; = g(p;;) sonst erdlt man eine Matrix A und von der rechten Seite f
eine nicht Lineraitdt F(U) = (Fj,(U))o<k<n2 mit F(U), = f(ug, py) fiir py im inneren von
und F(U); = 0 sonst. Sie erhalten also ein Nullstellenproblem der Form

HU)=0 mit GU):=F({U)+ AU

der Grosse N2, welches Sie mit dem Newton-Verfahren losen konnen. Dazu bendtigen Sie im
jeden Newton Schritt die Losung der linearen Gleichung DH(U™)é™ = H(U™) fiir U™ gegeben.
Zur Losung benutzen Sie das cg-Verfahren. Es ist DH(U) = DF(U) + A und DF(U) hat
Diagonalgestalt. Beachten Sie, dass A pro Zeile nur sehr wenig Eintrage ungleich Null enthélt
und daher die Matrix DH (U) nicht aufgestellt werden sollte. Fiir das cg Verfahren bendétigen Sie
nur die Multiplikation y = (DF(U)+A)z fiir gegebenes x und dies ist leicht direkt auszurechnen.



Test: Als Fehler berechnen Sie maxg<p<y2 |u(pg) — ux und bestimmen Sie fiir verschiedene
Werte von h den EOC. Mogliche Ansétze fiir f und g:

1. g =0und f(u,z,y) = 47%(1* + k*)u. Die Losung ist dann u(z,y) = sin(2rkz) sin(27ly)
fiir k£, € N beliebig.

2. f=0und g(x,y) = cos(2mzx) — cos(2my) mit Losung u(zx,y) = cos(2mx) — cos(27my).

Diese beiden Probleme sind linear (da f unabhéingig ist von u). Zur Losung brauchen Sie also
kein Newton Verfahren - Implementieren Sie das Losungsverfahren doch schon mal bis zum
05.07!

Weitere Beispiele kommen noch...



