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e Problem (4 Punkte)Bere
hnen Sie eine Finite-Di�erenzenapproximation an das Randwertproblem
−△u(x, y) = f(u(x, y), x, y) (x, y) ∈ Ω = (0, 1)2 ,

u(x, y) = g(x, y) (x, y) ∈ ∂Ω .Sei dazu pij = (xi, yj) = (ih, jh) gegebene Gitterpunkte mit 0 ≤ i, j ≤ N und h = 1
N
.Nun su
hen wir Werte uij mit uij ≈ u)xi, yj). Dazu benutzen Sie folgende Approximation an

△u(xi, yj) für die pij im inneren von Ω:
△u(xi, yj) ≈

1

h2
(u(i−1)j − 2uij + u(i+1)j + ui(j−1) − 2uij + ui(j+1))und f(u(x, y), x, y) = f(uij, xi, yj). Für die pij ∈ ∂Ω haben Sie die ganz einfa
he Glei
hung

uij = g(pij).Um das ganze auf ein Nullstellenproblem zu überführen, nummerieren Sie die Punkte pij ge-eignet, so dass sie einen Vektor (pk)0≤k≤N2 erhalten. Nun su
hen wir einen Lösungsvektor
U = (uk)0≤k≤N2 mit uk ≈ u(pk). Aus der Approximation an △u(pk) für pk im inneren von
Ω und der Glei
hung uij = g(pij) sonst erält man eine Matrix A und von der re
hten Seite feine ni
ht Lineraität F (U) = (Fk(U))0≤k≤N2 mit F (U)k = f(uk, pk) für pk im inneren von Ωund F (U)k = 0 sonst. Sie erhalten also ein Nullstellenproblem der Form

H(U) = 0 mit G(U) := F (U) + AUder Grösse N2, wel
hes Sie mit dem Newton-Verfahren lösen können. Dazu benötigen Sie imjeden Newton S
hritt die Lösung der linearen Glei
hung DH(Un)δn = H(Un) für Un gegeben.Zur Lösung benutzen Sie das 
g-Verfahren. Es ist DH(U) = DF (U) + A und DF (U) hatDiagonalgestalt. Bea
hten Sie, dass A pro Zeile nur sehr wenig Einträge unglei
h Null enthältund daher die Matrix DH(U) ni
ht aufgestellt werden sollte. Für das 
g Verfahren benötigen Sienur die Multiplikation y = (DF (U)+A)x für gegebenes x und dies ist lei
ht direkt auszure
hnen.



Test: Als Fehler bere
hnen Sie max0≤k≤N2 |u(pk) − uk und bestimmen Sie für vers
hiedeneWerte von h den EOC. Mögli
he Ansätze für f und g:1. g ≡ 0 und f(u, x, y) = 4π2(l2 + k2)u. Die Lösung ist dann u(x, y) = sin(2πkx) sin(2πly)für k, l ∈ N beliebig.2. f ≡ 0 und g(x, y) = cos(2πx) − cos(2πy) mit Lösung u(x, y) = cos(2πx) − cos(2πy).Diese beiden Probleme sind linear (da f unabhängig ist von u). Zur Lösung brau
hen Sie alsokein Newton Verfahren - Implementieren Sie das Lösungsverfahren do
h s
hon mal bis zum05.07!Weitere Beispiele kommen no
h...


