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Aufgabe 1: (Relaxationsverfahren) (4 Punkte)
A sei eine (n x n)-Matrix mit A = L+ D+ R, D = 1. Daraus ergibt sich fiir die Iterationsmatrix
des Gesamtschrittverfahrens G := —(L + R), d.h. 2¢+D = 2 1 p — Az®) 20 ¢ R*. Die

Eigenwerte \; von G seien reell und es gelte —1 < A < Xy < ... < ), < 1. Fiir w € R sei das
Relaxations-Verfahren durch die Iterationsvorschrift ¢+ = z®) 4 (b — Az®)), 20 ¢ R"
bestimmt, woraus sich die Iterationsmatrix G(w) = (1 — w)l — w(L + R) mit G(1) = G ergibt.
a) Zeigen Sie, dass G(w) die Eigenwerte y; =1 —w +w;, [ =1,...,n besitzt.

b) Bestimmen Sie wy so, dass der Spekrtalradius von G(wg) minimal wird.

c) Zeigen Sie, dass der Spektralradius von G(wy) fiir Ay # —A\,, kleiner als der Spekralradius von
G(1) ist. (Hinweis: Fiir festes w gilt max;—1_n{|1—w+w/|} = max{|l—w+wA|, [l —w+wA,|}.
Fiir festes w ist f,(A) := 1 — w 4+ wA als Funktion von A eine Gerade, die im Punkt A = 1 den
Wert 1 hat. wy ergibt sich aus der Bedingung f, (A1) = —fu(A\n)-)

Aufgabe 2: (Intervallschachtelung und Newton Verfahren) (4 Punkte)
Sei f(z) = ctg(z) = (s:if((g, z € I :=(1,2). Die einzige Nullstelle von f in [ ist 7/2.

a) Berechnen Sie die Nullestelle von f mit der Intervallschachtelung (6 Iteration).
b) Berechnen Sie die Nullestelle von f mit dem Newton Verfahren (2 Iteration).
c) Vergleichen Sie die absoluten Fehler von a) und b).

Aufgabe 3: (Newton Verfahren) (4 Punkte)
Es sei p(z) = apz™ + a12™ ' + ... + an, ao,...,an € R ag # 0 ein Polynom mit n reellen
Nullestellen &; >, ..., > &,. Zeigen Sie, dass das Newtonverfahren fiir jeden Startwert z(®) > &

monoton gegen &; konvergiert.

Aufgabe 4: (Sekantenverfahren) (4 Punkte)
Sei I = [a,b], f € C*(I), |f'(z)] > my >0, |f"(z)] < M, fiir alle z € T und C := 2]‘/[7"’1 Dann

besitzt f in I genau eine Nullstelle £&. Die Iteration des Sekantenverfahrens ist gegeben durch
x(k) — x(kil)
f(x(k)) — f(x(k—l))

Seien z(0, 21 € I mit C|z(@ —¢|,C|z™ —¢| < ¢ < 1. Zeigen Sie, dass dann die Folge () en
gegen ¢ konvergiert. (Hinweis: Zeigen Sie zuniichst [z*+D) — ¢ < C|z® — ¢ |2®=1) —¢])

LB+ = k) _

f(z®).



