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Aufgabe 1: (Zentrale Differenzenquotienten) (4 Punkte)
Sei f € C**([a,b]),z € (a,b) und A; definiert durch

fle+h)— flz—h)
2h '

Af(h) =

a) Zeigen Sie, dass es aj, ..., 1 € R gibt mit

m—1

Ap(h) = f'(z) + > osh™ + O(h*™).

=1

b) Sei der Rundungsfehler behaftete Differenzenquotient A 7 gegeben durch

As(h) = rd(f(z + h))Q—hrd(f(w —h)

rd(z) — z

< e (Maschienengenauigkeit).

Zeigen sie, dass gilt
~ FO €
Bs0) - o) < I loone 4

Fiir welches h wird die rechte Seite der Abschétzung minimal?

Aufgabe 2: (Fehlerdarstellung nach Peano) (4 Punkte)
Berechnen Sie die Fehlerdarstellung nach Peano fiir die folgenden Funktionale:
h) — f(—=h ,
rip) = TN oy peorinn,
By —2£(0) + f(=h) .,
ro(f) = TZHOXIED gy pe oo,

Wiéhlen Sie dabei p, ¢ € N geeignet.



Aufgabe 3: (Diskretes Lemma von Gronwall) (4 Punkte)
Seien (©™)peng, (W™)nen, und (@™)pen, positive Folgen und gelte

S0N+1,Z)N_1 S O[N_l-f- (1+,6)(pN_1

fiir alle N € Nund g € R, 8 > 0. Zeigen Sie, dass dann gilt :

Aufgabe 4: (Verbessertes Eulersches Polygonzugverfahren) (4 Punkte)

a) Das Anfangswertproblem (A) erfiille auf dem zuldssigen Rechteckgebiet S die (L) und
(M)-Bedingung. Ferner sei f € C*(S) und y € C3(I). Zeigen sie fiir (z,y) € S, dass die
Funktion

_ ylz+h) —y(z)

nay) = VD oy 2y 4+ 2 e ye))

fiir h — 0 das folgende Abklingverhalten hat:

Ih(z, y)| = O(h?).

b) Sei Iy, := {z; := jh| j =0,..,N,h = T/N} eine Zerlegung von [0, T]. Folgern Sie unter
der Voraussetzung aus a), dass das verbesserte Eulersche Polygonzugverfahren

U = Yo,

h; h; :
Uj+1 = Uj+hjf($j+EJ,Uj+EJf($j,Uj),]:0,...,n—1,

die Konvergenzordnung 2 hat, d.h. es gilt

max [y(z;) — u;| = O(h?).

=u,...,

Hinweis: Verwenden Sie Teil a) und das diskrete Lemma von Gronwall aus Aufgabe 3!



