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Aufgabe 1: (Gaufsche Quadraturformel) (4 Punkte)
Sei w € L'(I) eine zuliissige Gewichtsfunktion, p,,n € N, seien beziiglich (-,-), orthogonale
Polynome mit p, € P,. @, sei die zugehdrige Gaufksche Quadraturformel und p € Py, erfiille
in den Nullstellen von p,; Hermitesche Interpolationsbedingungen. Zeigen sie fiir f € C*"*2(I):

Qn(f) = Qn(p) = I(p)

und folgern Sie, dass fiir einen Zwischenwert & € I gilt:

a9
1 — Wn = 7( n+1; Pn w-
(f) = Qn(f) (2n + 2)! Pnt1; Pnti)
Aufgabe 2: (4 Punkte)
Geben Sie zur Gewischtfunktion w(z) = v/1 — 22 auf dem Interval [—1, 1] orthogonale Polynome
pn € P, beziiglich (-, ), an fiir n € N und zeigen Sie, dass p,. folgende Nullstellen hat:

n k+1
a:§c )= cos (%),k =0,..,n.

Aufgabe 3: (Restgliebabschitzung fiir die Simpson-Regel) (4 Punkte)

Sei f € C*([a,b]),a < b. Sei S(f) die Simpson-Regel zur Approximation von I(f) := fab f(z)dx.
Zeigen Sie, dass folgende Restgliedgleichung fiir ein £ € [a, b] gilt:

(b—a)
2830

I(f)=5(f) =- F1©)-

Zeigen Sie weiter, dass fiir die zusammengesetzte Simpson-Regel S, (f) mit einem £ € [a, b] gilt:

b—a
180

[I(f) = Su(f)] < A1 £ oo

Aufgabe 4: (Integration in 2D) (4 Punkte)
Sei h > 0. Definiere das Dreieck 7" durch
T:={(z,y) e Rz >0,y > 0,7 +y < h}

und definiere weiter a; := (0,0), as := (0,h), a3 := (h,0),s:= (h/3,h/3).



a) Berechnen Sie Gewischte wy,ws,ws € R, so dass durch die Quadraturformel

= Zw,-f(ai) ~I(f) = /Tf(:r,y)dxdy

Polynome ersten Grades (in zwei Variablen) exakt integriert werden.
b) Zeigen Sie, dass es ein w € R gibt mit
I(p) = wp(s)

fiir alle Polynome ersten Grades.
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Programmieraufgabe 7: (Zusammengesetzte Quadraturen) (4 Punkte)
Implementieren Sie die zusammengesetzte Trapezregel (7},), Simpsonregel (Sy,) und Zwei-Punkt
GauRquadratur (Gj) auf dem Interval [0,1], h := &, 24 := kh. Die experimentelle Konvergen-
zordnung EOC (ey ) fiir den Fehler ey, := |I(f) — In(f)|, In = Th, Sh, G, ist definiert durch

EOC (en—n) = log( )/log (IZ)

Berechnen Sie niherungsweise I(f fo z)dx mit Ty, Sp, G, zu N = 16,32, 64,128.
Ihr Programm sollte folgende Elemente enthalten:

a) Einlesen von N.
b) Berechnung des Ergebnisses Ij,(f).
c¢) Ausgabe der Ergebnisse Ij,(f) und der Konvergenzordnungen EOC (eap—p).

Testen Sie Ihr Programm mit f(x) = 1+$ und f(z) = 3/z.

Vergleichen Sie Thre Ergebnisse mit den Ergebnissen der Romberg-Quadratur aus Program-
mieraufgabe 8 und den theoretischen Resultaten aus der Vorlesung.



