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Aufgabe 1: (Schnelle Fouriertransformation) (4 Punkte)
Bestimmen Sie das trigonometrische Interpolationspolynom zu f(z) := x auf [0,27) zu den
Stiitzstellen z;, = %k, k = 0,...,3, mittels schneller Fouriertransformation. Fertigen Sie eine
Skizze des Interpolationspolynoms an.

Aufgabe 2: (GauRelimination fiir tridiagonale Matrizen) (4 Punkte)
Sei A € R™" eine Tridiagonalmatrix, d.h.

a; C
bg (45)] Co 0
A = tridiag(b;, a;, ¢;) :=
0 Cn—1
b, a,
Es gelte
\al\ > |Cl‘ > 0,
‘CLZ'| Z ‘bz|+ |Ci‘,bi 750,61' 750, 2 S’LSTL— 1,
|an| > |bp| > 0.
Zeigen Sie:

a) Die durch oy :=ay, 7 := clafl und durch «; := a; — byy;_q fir 2 <i < n, v := cia;I fir
2 <1 < n —1 definierten Zahlen geniigen den Ungleichungen:

il <1, 1<i<n-—1,
0< |a,\ - ‘bz| < |CM,‘ < |a,\ + ‘bz|, 2<1<n.
b) A besitzt die LR-Zerlegung A = LR mit L = tridiag(b;, ;,0), R = tridiag(0, 1, ;).
c) A ist regulér.

d) Die Anzahl der arithmetischen Operationen zur Berechnung der Zerlegung A = LR und
zur Losung von Az = b mit Hilfe dieser Zerlegung ist O(n).



Aufgabe 3: (B-Splines - Basis der Splinerdume) (1+3-+4 Punkte)
Fiir eine monoton nicht fallende Knotenfolge (¢;);cz, d.h. t; 1 < t; < t;41, mit lim; o t; = o0,
lim; ,_o t; = —o0 seien die B — Splines B, : R — R vom Grad k rekursiv definiert durch:

R 17 tz S z S ti—|—1
Bo = { 0, sonst
Bir = wir(z)Bi—i(r) + (1 — wit14(2)) Biy15-1(7),

wobei
2t t; < tiyk

wik(z) = { 6¢+k—t¢’

sonst

a) Berechnen und skizzierne Sie B;; und B, fiir den Fall ¢; < t;11 < t;410 < ti13.
b) Zeigen Sie, dass die B-Splines folgende Eigenschaften erfiillen:
i) Biklt;,1;4.) € P fiir alle 4,5 € Z,k € Ny,
ii) supp(Bix) = [ti, tiyk41), falls t; < tiypi1, By = 0, falls t; =t 441,
iii) Bijx > 0, ;7 Bix(x) =1  (Zerlegung der Eins).
c) Sei (t;);cz Knotenfolge mit ¢; < ;4 fiir alle 7. Zeigen Sie:
i)
d k k

_Bz — Bz _ —
dX k(.T) ti+k — ti ok 1($)

————Bit1p1(2).
Litk+1 — it

ii) By € CF1(R) fiir alle i € Z und alle k € N\ {0}.

Hinweis: Verwenden Sie fiir i), dass fiir £ > 1 gilt

win() _ wiga(@) T-wip(z) 1 —wipea()

tishot —ti  tisk —ti itk — iz tivk —
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Programmieraufgabe 6: (Romberg-Integration - ein Extrapolationsverfahren) (4 Punkte)

Zu f € C([a,b]), N € N, h = 224 ist die zusammengesetzte Trapezregel gegeben durch

n—1

a(h) = 5 (F(@) + F0)) + 1Y Fla+ )

Die Folge (a(h))n—0 approximiert das Integral fab f(z)dx (Rombergintegration).

Berechnen Sie mit Hilfe der Richardson Extrapolation eine Ndherung von a(0) indem Sie die
Folge hy := (b —a)27%, d.h. N, = 2%, und ¢ = 2 verwenden.

Schreiben Sie dazu ein Programm zur Berechnung von aj,,j = 0,...,k, n =0, ..., 5. Legen Sie
zwei Vektoren Ay, A; der Lénge £ an und berechnen Sie ay,, Zeilenweise indem Sie nur die Werte
der aktuellen Zeile ay, und der vorherigen Zeile ay_, , speichern.

Ihr Programm sollte folgende Elemente enthalten:

a) Einlesen von k.
b) Berechnung des Ergebnisses.
c) Ausgabe von a;o, a;jj, |ajo — a(0)], |a;; — a(0)| fir j =0, ..., k.

Testen Sie Ihr Programm mit f(z) = a=0,b=1und k =5.
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