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Aufgabe 1: (4 Punkte)

Beweisen Sie, dafl auf R™ je zwei Normen ||-||, |||-||| &quivalent sind, d.h. es gibt Konstanten
m, M > 0, so dass fiir alle x € R" gilt:

m|||z]]] < |l < M {[j]]].

(Hinweis: Zeigen Sie, dass es ausreicht die Aquivalenz einer beliebigen Norm zur euklidi-
schen Norm zu zeigen und beweisen Sie dieses.)

Aufgabe 2: (4 Punkte)

Zeigen Sie, dass sinh : R — IR die auf ganz IR definierte Umkehrfunktion Arsinh : IR - R
besitzt, die definiert ist durch

Arsinh(z) := log(z + V1 + z2).

Hier bezeichnet log den natiirliche Logarithmus.

Aufgabe 3: (4 Punkte)
Fiir eine nichtleere Menge M C R? ist die Abstandsfunktion zu M gegeben durch

distps(z) := Wig/[|w—m|

Zeigen Sie, dass distys Lipschitz stetig mit Lipschitzkonstante Eins ist, d.h.
|distar(z) — distar(y)| < |z — y| Vz,y € RY.

Zeigen sie weiter, dass M = {z € RY distar(r) = 0} genau dann gilt, wenn M
abgeschlossen ist.

Aufgabe 4: (Banach’scher Fixpunktsatz) (4 Punkte)

Sei D € R? abgeschlossen und nicht leer. Weiter sei f : D — IR¢ Lipschitz stetig mit
Lipschitzkonstante L < 1 (Kontraktion) und gelte f(z) C D fiir alle x € D (Selbstabbil-
dung). Zeigen Sie, dass dann f genau einen Fixpunkt hat, d.h. es gibt genau ein z € D
mit f(z) = z.

(Hinweis: Zum Beweis der Existenz eines Fixpunktes betrachten Sie fiir gegebenes zy € D
die Folge (zp)new definiert durch die Fixpunktiteration z, := f(z,-1) und zeigen Sie,
dass (zp,)new in D konvergiert.)



