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1. Splines und B-Splines

1.1 Grundlagen

Definition: Spline (vorldufig)
Sei T' = {7} ez eine streng monoton wachsende Folge
reeller Zahlen ohne Haufungspunkte. Eine Funktion f €

C"%(R) mit
D"f(t)=0, teR\T

heiBt Spline der Ordnung n zur Knotenfolge T'. Der
Raum aller dieser Splines wird mit S, 7 bezeichnet.

Fiir 7; € T definiert man die abgebrochene Potenz

aj(t) = (t - )" 2y = max{0, z}.

Die a7 spannen den linearen Raum aller f € S, 7 mit kom-
paktem Trager auf.

Problem: Die Basis der abgebrochenen Potenzen ist weder
lokal noch stabil.

Idee: Konstruiere Splines mit minimalem Trager!

Der Ansatz
Jj+n
n n n ___
bj = E Cjk Qf, SUpPp bj = [Tj77_j—|—n]
k=3

liefert bis auf Skalierung eindeutig bestimmte Koeffizienten
c;x. Insbesondere gibt es keine nichttrivialen Splines mit
kleinerem Trager.



Lokale Unabhéangigkeit: Die Splines b, _, ., ..., b} span-
nen auf dem Segment |74, 71 1) den Polynomraum P, auf,

> Wi tp; =0, t€[m, 1) = p;=0VYj
j=k—n+1

Globale Unabhéangigkeit: Die Splines b,j € Z, sind
linear unabhangig auf jeder kompakten Tellmenge von R.

Definition: B-Spline (vorldufig)
Die durch

supp b = 87 := |75, Tj1al, Z b =1
JEZL

eindeutig charakterisierten Splines nennt man B-Splines.

Es gibt Polynome 7 der Ordnung n mit
(t—=7)"" = bi(t) ¥ (7)
J

Ist speziell 7 = 73, dann gibt es eine Konstante p; mit

(t — Tk>n_1 = bZ(t) Pr, U E [Tk, Tk+1).
Also ist

D50 (m) = B0 e =0, ¢ € [y )

und wegen der lokalen Unabhangigkeit gilt ¢’ () = O fiir
k—n <j <k, bzw.

Vi) =0 fir j<k<j+n.
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Theorem: Marsden-ldentitat
Sei T’ eine einfache Knotenfolge, dann ist

R D SUAOYAC

i (7) = (Tjr = 7) -+ (Tjn—1 — 7).

Definition: B-Spline

Sei T’ eine beliebige Knotenfolge mit hochstens n-fachen
Knoten. Dann sind die zugehdrigen B-Splines b’ der
Ordnung n definiert als Losungen der Marsden-ldentitat
mit supp b} = s.

Definition: Spline
Ein Spline ist eine Linearkombination von B-Splines,

£t = >V (tip;

Fasst man die B-Splines zu einem Zeilenvektor B" und
die Kontrollpunkte zu einem Spaltenvektor P zusam-
men, dann schreibt man auch

f(t) = B"(t)P.

Die stiickweise lineare Verbindung der Kontrollpunkte
P heiBt Kontrollpolygon.




Zu endlich vielen B-Splines b7, ...,b" gehoren die Kno-
ten " = 7,...,T;nen- Das Definitionsgebiet wird dann
eingeschrankt auf das Intervall

Dy.1 = |Tn, Tint1)-

Spezialfalle:

n = 1: charakteristische Funktionen der Intervalle |7}, 7;41).

n = 2: Hutfunktionen

T = 0%n, 1$n: Bersteinpolynome der Ordnung n,
i n— 1 i
A T

g —1

T = Z : Die uniformen B-Splines sind Translate eines
einzigen Prototyps,

bi(t) = Byt — J).
Sie haben die Faltungseigenschaft
byt = by * by

und die Fourier-Transformierte

b(25) = exp(—ins) (%>
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Eigenschaften:

Glattheit: Ein Spline der Ordnung n zur Knotenfolge T’
besteht aus polynomialen Segmenten der Ordnung n, die
in einem k-fachen Knoten (n — k — 1)-mal stetig differen-
zierbar verbunden sind.

Basis:

span{by,..., b} =S, r, dimS, 7 =m.

Partition der Eins:

Y bit)=1, t€ Dy
j

Positivitat:
b7(t) > 0, suppb; = s’.

Unimodalitdt: Fiir n > 2 besitzen die B-Splines ein ein-
ziges lokales und globales Maximum.

Greville-Abszissen:
Zb?(ﬂ,“j =t, te€Dyr
J

Tt T
n—1

M



1.2 Algorithmen

Aus f € S,41 1 folgt Of € &, 1. Fiir die Ableitung eines
B-Splines mit einfachen Knoten gilt

sSupp 0b§b+1 C [7']', Tj—|—n—|—1] = 0b§b+1 —|—6]_|_1 b]+1 .
Zunachst folgt aus der Partition der Eins

0 — 8219;”“ Zabn—I—l Z(a] 4 BJ) bn( )

J

und damit o; = —f3;. Die Marsden-Identitat liefert nun

nt" 1 an‘f—l bn+1 )
_ Z Oé] ¢n+1 n—|—1(0>) (t)

Vergleich mit
nt" t=n Zzﬁ?(()) b (t
J

ergibt
n W( ) n

;= —

I 0) = IH0) Ty — T
und schlieBlich

optl — b? b?Jrl
’ s7) ]t




Theorem: Differenziation
Es gilt

ft)=B"")P = Df(t)

wobel

_ n
pj = ——(pj — pj-1)-
|Sj‘

— B"(t)P,

Fiir das Integral eines B-Splines gilt

t g"
D™'o0(t) == / b(7) dr = u > o brt)

—0

k> 7

und insbesondere
x |57
v (1) dr = —L-.
/OO () dT "

Theorem: Integration
Es gilt
f(t)=B"t)P = Df(t)=B" ()P,

wobel

. %]
=3

k<j




Es gilt

(t—7)" =Y B ) = (t—7) Y bi))(r) .
J J

Substitution der Bézierdarstellung

gy s =) 4 (05 = 7))

|57
ergibt
n n+1 n+1 bgl(t)
(t—7)"=) () (t=1)+ ¢ () (T — 1) 5
j j
1 b=Tj oy, Titnt1— b oy
j ] 7+1
Theorem: Rekursion
Mit ,
R
(¢ J
wpe) =

gilt die Rekursionsformel

b} — X([Tj7 Tj+1))

n+l _ ~nin o n
O = wi b + (1 —wjiyy)bf, g -

Summanden mit leerem Trager werden weggelassen.
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de Boor-Algorithmus:

Zur Auswertung eines Splines f = B"P™ an der Stelle ¢
geht man wie folgt vor:
e Bestimme den Index k so, dass t € [y, Ti11).

e Initialisiere ein Dreiecksschema mit den n relevanten
Kontrollpunkten p;’ 1, ..., D}
e Berechne rekursiv das Dreiecksschema
pZ—n+1
n ii n—1
Pr—n42 W Pr_n+2 \

n—1 n—2

Ph—n+3 i Prnys3 @ Pr—nt3 N\
A A A A

Zur Berechnung von p” verwendet man das Gewicht

Der Pfeil — steht fiir Multiplikation mit w ().
Der Pfeil ™\ steht fiir Multiplikation mit (1 —wj(Z)).

e Der gesuchte Wert ist f(t) = p;.

11



1.3 Subdivision

Sei

~

T =TUT
eine erweiterte Knotenfolge, dann ist

Sn,T C Sn,T? B"P = B"P.

Die veranderten neuen Kontrollpunkte P finden sich in der
zweiten Spalte des de Boor-Schemas.

Den Ubergang P — P nennt man Subdivision.

Theorem: Konvergenz der Subdivision
Sei f :== B"P = B"P, T C T und D%f = B"2A?P.
Dann ist der L°-Abstand zwischen dem Spline f und
dem Kontrollpolygon zu P beschrankt durch

max; \§?|2

8(n —2)

|A*P .

Ist speziell T = 2hZ und T = hZ, dann berechnet sich P
nach dem Lane-Riesenfeld-Algorithmus:

P+ ... »P—1,P-1, Po,Po, P1,P1, - - -
fork=1ton—1do

pj < (pj +pj+1)/2 for all 5
end
P=Pr
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2. Univariate Approximation

2.1 Interpolation und Approximation

Theorem: Nullstellen

Wenn die Anzahl der Nullstellen eines Splines auf dem
Intervall (71, 7,41m) groBer oder gleich dim S, 7 = m
ist, dann verschwindet er auf einem Segment 7%, 71 1).

Theorem: Interpolation (Schoenberg-Whittney)
Das Interpolationsproblem

B"u;)P=g¢;, j=1,...,m,

ist genau dann eindeutig |6sbar, wenn

b?(uj)>0, 17=1,...,m.

Theorem: Least Squares Approximation
Das Approximationsproblem
M
> (BMu;)P — gj)* = min, M >m,
j=1
ist genau dann eindeutig losbar, wenn es eine Teilfol-

ge von uq,...,uy gibt, die die Schoenberg-Whittney-
Bedingung erfiillt.
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Wenn die Daten U, G verrauscht sind oder groBe Liicken
aufweisen, empfiehlt sich die Verwendung eines Smoothing
Splines,

|B"(U)P — G5 + w/ (D2B"(t)P)2 dt — min .
Dn,T
e Die Kontrollpunkte P ergeben sich als Losung eines
linearen Gleichungssystems AP = (. Die Matrix A ist
symmetrisch, hat Band-Struktur und ist positiv definit,
falls w > 0.

e Erfiillt eine Teilfolge von U die Schoenberg-Whittney-
Bedingung, so konvergiert der Smoothing Spline fiir
w — 0 gegen die Losung des Least-Squares-Problems.

e Ist U =T und n = 4, so konvergiert der Smoothing
Spline fiir w — 0 gegen den natiirlichen kubischen
Spline-Interpolanten.

e Fiir w — oo konvergiert der Smoothing Spline gegen
die Ausgleichsgerade zu den Daten (U, G).

e Die Justierung von w ist haufig problematisch.

Idee: Bestimme den maximalen Wert von w, fiur den der
Fehler £ := ||B"(U)P — G||5 eine Schranke E. nicht
libersteigt.

Dieses Problem ist numerisch effizient |6sbar, da £ mono-
ton und konvex in w™? ist (Padé-Approximation).
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2.2 Quasiinterpolation

Um das Losen u.U. sehr groBer Gleichungssysteme zu ver-
meiden, kann man versuchen, geeignete Kontrollpunkte al-
lein aus lokalen Informationen zu schatzen.

Seien i1, ..., i, die Greville-Abszissen zu den Knoten T'.
Der Schoenberg-Quasiinterpolant () ist definiert durch

Qg=f = Zb?g(uj)-

Eigenschaften:
e Formerhaltung (Vorzeichen, Monotonie und Konvexitét)

OQg:gﬁjI’QE]P)Q
e quadratische Konvergenz

HE
7.

1
17 = gl < 5 1Dl max]s

Definition: Quasiinterpolant

Ein Quasiinterpolant () der Ordnung v ist eine lineare
Abbildung

C'3 9 Qg=>)Y b(Q;g) € Sur

J

mit den Eigenschaften
e Beschranktheit: ||Q,||- < Co.
e Polynomiale Prazision: Qg = g fiir alle g € P,,.
o Lokalitat: ();g hangt nur von gsn ab.
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Theorem: Approximationsfehler
Fiir t € [, Thy1) sei

Alt) 1= [Thons1, Toral,  Bi= sup [A(E)].

Fiir den Approximationsfehler eines Quasiinterpolanten
() der Ordnung v gilt

1 14 1%
M—QﬂwsﬁQﬂDmmh.

Beweis: Seit € |7, 7.1) fest und

pls) = S 290 gy

p=0 !

das Taylorpolynom v-ter Ordnung in ¢. Dann gilt

9(t) — (Qg)(t)| = |g(t) — p(t) + (Q(p — g)) ()]
= QP —-9)) < w<@ﬂ>m|

< Collp = 9lloo it
Fiir den Fehler der Taylorapproximation gilt

D7 gl o, ne)
V!

B

1P = glloohy <
woraus die Behauptung folgt.
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Betrachte die Marsden-ldentitat
(t—71)h =) bt (r)
J

. o (v —1)!
e e

Daraus folgt: Wenn fiir den Quasiinterpolanten () gilt

Qi(- =)t =yiM(r), j=1,...,m,
dann hat () die Ordnung v.

8(”’_”)1&?(7).

Ein einfaches allgemeines Konstruktionsprinzip ist die Li-
nearkombination von Funktionswerten,

Qg = ZQj,k g(tjk), ik € s
k

In diesem Fall ist

1Qilloe = > 1Qjul.
k

Fiir paarweise verschiedene Abszissen ¢, ;, kann man die Ko-
effizienen (); ;; als Losung eines linearen Gleichungssystems
bestimmen. Die Koeffizienten eines Quasiinterpolanten der
maximalen Ordnung n ergeben sich insbesondere aus

Z Qjk(tin—ti)" P =Y0te), L=1,...,n.
k=1
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2.3 Approximationsordnung

Es wird ein spezieller Quasiinterpolant ()* maximaler Ord-
nung konstruiert. Sei |77, 77.1) das langste Teilintervall des
Tragers s7 von b7. Dann wahlt man die Abszissen ¢, als
aquidistante Unterteilung dieses Intervalls,

k—1
n—1
Damit erhalt man nach Skalierung das Gleichungssystem

i Q;,k@?—é)"—l _ ( (n— 1)1

1 ’Qﬂ?(tj,g), (= 1,...,7”L
fiir einen Quasiinterpolanten maximaler Ordnung. Die Ma-
trix des Systems ist unabhangig von 1" und die Elemente
der rechten Seite sind betragsmiBig kleiner als n?". Damit
hingt die Konstante Cp = C(n) nur von n und nicht
von der speziellen Wahl der Knotenfolge ab.

tir =Tr+ (7531 —77), k=1,...,n.

TJ+1 — TJ)

Die @7 sind duale Funktionale zur B-Splinebasis,
Q;‘b? = 0y

und folglich ist Q* eine Projektion in den Splineraum S, 7,

Qb =bp, QoQ =Q"

Theorem: Approximationsordnung
Sei g € C™(R), dann gilt fir 1 < p < oo

* 1 * n n
lg = Q"gllp < — Con) | D[P | D"g]l oo 1"

18



Weitere Quasiinterpolanten maximaler Ordnung:

de Boor-Fix: Fiir beliebige t; € s7 ist der de Boor — Fix
Quasiinterpolant gegeben durch

o (_qy(k=1) k=1 yn(t.
Qig = D O] vilts) 0" *g(t;).

k=1

Local Least Squares: Ein Quasiinterpolant, der in den
Anwendungen sehr gute numerische Resultate liefert, lasst
sich wie folgt konstruieren: Zur Bestimmung des Koeffizi-
enten p; 8st man das lokale L?-Problem

Jj+n—1

Hg - Z bZﬁk|

k=7—n+1

und setzt p; = Q)9 := p;.

— min
25?

Orthogonal-Entwicklung: Fir 7' = hZ sind die B-
Splines orthonormiert beziiglich des Sobolev-Skalarprodukts

n—1

()0 =S w, RO f", O),
u=0

wobei die Gewichte w,, gegeben sind durch

y/2 "
_ 21 2n
. = > wuy "+ O0y™).
() =%
Der zugehorige Quasiinterpolant ist

ngg ;::<g7b?>ﬂ-
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2.4 Stabilitat:

Theorem: L°°-Stabilitat
Fiir jede Knotenfolge T’ gilt

CoH(n) " IPllso < II1B"Pll < [[Pllsc-

Beweis: Es gilt
pj| = |Q5(B"P)| < Q] | B"Pll,, < Ciy(n) | B"P| -

Die zweite Ungleichung ist eine unmittelbare Konsequenz
aus der Positivitat der B-Splines und der Partition der Eins.

The~orem: LP-Stabilitat
Sei 07 = 07 /[|07]|,. Es gibt Konstanten 7,(n), R,)(n),
sodass

ro(n) [Pl < | B"P||, < Ry(n) P,

Theorem: Stabilitat der Gram-Matrix
Sei G die Gram-Matrix des Least Squares Problems

|lg — B"PJ|s — min

und C' = (diag G)~/2. Dann gilt nach Diagonalvorkon-
ditionierung

COIld2 CGC S RQ(H)/TQ(H)
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3. Multivariate Approximation

3.1 Tensorprodukt-Splines

Definition: Tensorprodukt-Spline

Die Tensorprodukt-B-Splines (TPB-Splines) der Ord-
nung (n,n) zu den Knoten S, T sind definiert durch

b (5,t) = bj(s) bi(t).
Ein Tensorprodukt-Spline ist gegeben durch

ijk S, 0)pj k-

Fasst man die Kontrollpunkte p, ;. in einer (m x m)-Matrix
P zusammen, dann ist

f(s,t) = B"(s) P(B"(t))".
Die TPB-Splines sind lokal und global linear unabhangig
und bilden eine positive Partition der Eins. Der Trager ist
supp b?,? = s, X sy

Typischerweise iibertragen sich univariate Algorithmen (z.B.
Differenziation, Auswertung, Subdivision) unmittelbar auf
den Tensorprodukt-Fall. Beispiel Auswertung:

e Berechne den Vektor () = B"(s) P durch Auswerung
der Splines, die den Spalten von P entsprechen.

e Berechne f(s,t) = B"(t)Q".
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3.2 Scattered Data Probleme

Gegeben seien die Daten

~

(uj, Ve, 95k), J=1,....M, k=1,.... M
auf dem Gitter U x V. Das Least-Squares-Problem
|B"(U)P(B"(V))" — G||, — min

ist genau dann eindeutig I6sbar, wenn die Schoenberg-
Whittney-Bedingung in u- und in v-Richtung erfiillt ist.
Die Berechnung der Losung lasst sich faktorisieren,

(BN BU)Q =BUNC = Q
(B(V)' BY(V)PT = (B'(V) Q" = P

Bei unstrukturierten Daten (scattered data)
(ufavfag€>7 62177[/

muss ein Gleichungssystem der Dimension mm X mm
gelost werden.

Probleme:

e Die Gram-Matrix ist schwach besetzt, hat aber groBe
Bandbreite.

e Die Kondition der Gram-Matrix kann sehr groB sein.

e Am Rand des Approximationsbereichs kann es zu Ar-
tefakten kommen.

e Die Smoothing Spline-Konstruktion ist nur sehr be-
dingt hilfreich.
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Stabilisierung der Basis:

Die Ursache der genannten Probleme liegt in der man-
gelnden Stabilitat der TPB-Splinebasis auf beschrankten
Gebieten.

Sei im Folgenden S =T = hZ, n = n und () ein glatt
berandetes Gebiet in R?.

Die relevanten Indizes sind
K :={cZ :suppb} NQ#0D}.
Die inneren Indizes sind
I :={l € K :suppb; N enthalt eine Gitterzelle}.
Die duBeren Indizes sind
J = K\I.

Idee: Koppele die duBeren B-Splines so an die inneren B-
Splines, dass die Stabilitdt und die Approximationsordnung

erhalten bleiben,
= b + Z ew

JjeJ(4)
Der aufgespannte Raum wird mit S, bezeichnet.

Duale Funktionale: Wahle eine Gltterzelle in supp b N €2
als Trager des (tensorierten) Funktionals ()f und definiere

Qg =) BlQig),
iel
dann ist (* beschrankt und lokal. AuBerdem ist Q* ein
Projektor auf &7, wegen

Q;BZ} = (52-,7;/, i,’i’ cl.
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Damit ist fiir die Approximationsordnung entscheidend, dass
alle Polynome der Bi-Ordnung n im Splineraum enthalten
sind,

P,(Q2) C S;;h.

Aus der Marsden-ldentitat folgt fiir uniforme Knoten

Z bipr € Py ( & ADrtrex € Po(K).

Fiir jedes p € IP,, muss also gelten
> bip(k) =) B!'pli)
keK iel
und folglich
Z ei,jp(i) :p(])a ] c J
i€1(5)

Sei I(j) das zu j € J néchstgelegene (n x n)-Array innerer
Indizes, dann geniigt es, diese Bedingung fiir die zugehori-
gen Lagrange-Polynome L;;, ¢ € I(j) zu erfiillen, d.h.

Lii(i")=0;0, eij:=Lj(J).

Definition: EB-Splines
Die erweiterten B-Splines (EB-Splines) sind definiert
durch

—bn—|— Z 62] €ij - — Lj,z'(j); 1€ 1.

JjeJ (i)
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Theorem: Approximationsordnung in LP?
Sei g € C"(£2), dann gilt fir 1 <p < o0

lg = Qglly < c(n) 1]V |D"g]| A"

Theorem: Approximationsordnung in H™
Sei g € H”(Q2), dann gilt fir m < r < min(n, v)

Hg — Q*gHm,2 < C<n,Q> ||gH732 h"™,

Theorem: Stabilitat in L”
Sei B!' := BI'/h*. Es gibt Konstanten r,(n), R,(n),

sodass

rp(n)[Pllp < [|B"P|, < Ry(n)|| Pl

Theorem: Stabilitdt in H™
Sei B!' .= B"/h. Es gibt Konstanten r}'(n), Ry*(n),

sodass

ry' ()Pl < ||B"P||,,, < B3 (m)h " || P])..
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3.4 Homogene Randbedinungen

Im Allgemeinen gilt: Wenn ein TP-Spline auf dem Rand
von () verschwindet, dann verschwindet er auf allen Git-
terzellen, die den Rand von {2 schneiden.

Wie lassen sich homogene Randbedingungen realisieren?
e Penalty-Methode
e Lagrange-Multiplikator-Methode

e Gewichtsfunktion

Definition: WEB-Spline
Sei w : Q — R eine glatte Funktion, fiir die
dist(z, 0€)

w(z)

nach oben und unten beschrankt ist. Die zugehdrigen
gewichteten erweiterten B-Splines (WEB-Splines) sind
definiert durch

B?IZ”LU((??—F Zei,jb?>7 1€ 1.
JEJ (1)

Theorem: Approximation und Stabilitat

WEB-Splines besitzen dieselben Approximations- und
Stabilitatseigenschaften wie EB-Splines.
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3.5 Finite Elemente

Modellproblem: Betrachte die Poisson-Gleichung mit ho-
mogenen Dirichlet-Randbedingungen

—Au=f in )
uw=0 auf 0.

Die FE-Naherungslosung
up =Y _ Bl'p,

ist charakterisiert durch das lineare Gleichungssystem
GP =F,

wobeli
Gi,k:/VBfVB}Z’, FZ:/BZ”f
Q Q

Die Randbedingung wird exakt eingehalten.

Theorem: Stabilitdt der Galerkin-Matrix
Es gibt eine Konstante ¢, sodass

conds G < ch™2.

Theorem: Approximationsordnung

Sei u € H”()) die Lésung der Poisson-Gleichung, dann
gilt fir m < r < min(n, v)

lu = unllm2 < e(n, Q) [[ullro A7
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Eigenschaften:

e Optimale Approximationsordnung mit wenigen Koeffi-
zienten

e Stabilitat
e keine Vernetzung erforderlich
e ecinfache Implementierung

e O(1)-Konvergenz mit Multigrid

Probleme:
e Bestimmung einer geeigneten Gewichtsfunktion

e hochgenaue numerische Integration

Varianten:
e Probleme hoherer Ordnung, w — w?
e adaptive lokale Verfeinerung

e Stabilisierung durch Diagonal-Vorkonditionierung

Literatur:
e C. de Boor: A Practical Guide to Splines
e K. Hollig: Finite Element Methods with B-Splines

e J. Hoschek und D. Lasser: Grundlagen der Geometri-
schen Datenverarbeitung

e L. Schumaker: Spline Functions Basic Theory

e www.web-spline.de
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Anwendungen — CAD

Anwendungen — Approximation

F4 web-spline demo

-0

Example 3
solution

relevant splines:

1198

outer splines: 66

inner splines: 1132

inner supports:
extended: 344
standard: 788

system size: 1132
pcg iterations: 53

Example 3: solution

20

15

-10
-15

-20 | < previous | m
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Anwendungen — Computergrafik:

Sea it in cinemas. 2003
Frr-m the Cn:amr s r1f m INC.

EEET MRCTLUALY FREAEW
n Ju-ul
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Splines:

n = 2, st'uckweise linear n = 3, st'uckweise quadratisch
T 7 T
5,
ar i
3r 5r
2F 1 ne
1r /\ b 3-
or — — H—t—=
V ol
_l,
1,
_2,
3k or f —t —t f
-1
-2 0 2 4 6 8 10 -2 0 2 4 6 8
n = 4, Stutzfunktion n = 3, kleiner Knotenabstand
30 T T T T T 8 . . . . .
251 i Tr
6,
201 q
5,
I 3 |
° (t—75)3% 4
10F 1 3
2,
sl il
1,
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B-Splines:

n = 1, charakteristische Funktion
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B-Splines mit mehrfachen Knoten:
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Subdivision:
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Interpolation:
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Schoenberg-Quasiinterpolant:
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Scattered Data:
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Approximation mit B-Splines:




Instabilitat am Rand:
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Erweiterung — Bereich:
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Erweiterung — Gewichte:
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